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В МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНО УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ 
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Рассматривается критерий разрушения в конкретной феноменологической модели упругопластической среды, 
существенно отличающийся от известных критериев. При векторной интерпретации симметричных тензоров второго 
ранга поверхность текучести в пространстве напряжений Коши образуется замкнутыми кусочно-вогнутыми поверх-
ностями ее девиаторных сечений с учетом экспериментальных данных. Поверхность сечения определяется вектором 
нормали, который выбирается из двух собственных векторов критериального девиатор-оператора. В условиях роста 
анизотропии такой выбор не всегда возможен. Предполагается, что разрушение может начаться только, когда точка 
процесса в пространстве напряжений находится на текущем девиаторном сечении поверхности текучести. Оно про-
исходит при появлении на этом сечении критической точки, в которой становится кратным собственное значение 
оператора, определяющее собственный вектор, соответствующий вектору нормали. В критической точке однознач-
ный и обоснованный выбор вектора нормали из несчетного числа собственных векторов становится невозможным, и 
теряет смысл критерий текучести в этой точке. 
При установлении начала разрушения возможен и особый случай вследствие предполагаемой конической формы 
поверхности текучести. В вершине поверхности текучести девиаторное сечение вырождается в точку. Формулировка 
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критерия в вершине поверхности состоит в отсутствии физически правильного решения при обращении уравнения 
состояния относительно меры упругих искажений при фиксированном тензоре упругого поворота. В остальных точ-
ках поверхности текучести такое обращение всегда возможно и является необходимым условием определения девиа-
торного сечения. Для изотропного материала в общем случае на любом девиаторном сечении поверхности текучести 
критическая точка отсутствует. Вычисляется предельная величина среднего напряжения при всестороннем равно-
мерном растяжении. 
 
Ключевые слова: феноменологическая модель, критерий разрушения, упругопластическая среда. 
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DESTRUCTION CRITERION 
IN MODEL OF NON-LINEAR ELASTIC PLASTIC MEDIUM 
 
SHVED O. L. 
 
United Institute of Informatics Problems NAS Belarus 
 
The paper considers a destruction criterion in a specific phenomenological model of elastic plastic medium which signifi-
cantly differs from the known criteria. In case of vector interpretation of rank-2 symmetric tensors yield surface in the Cauchy 
stress space is formed by closed piecewise concave surfaces of its  deviator sections with due account of experimental data. 
Section surface is determined by  normal vector which is selected from two private vectors of  criterial “deviator” operator. 
Such selection is not always possible in the case of anisotropy growth. It is expected that destruction can only start when a 
process point in the stress space is located in the current deviator section of the yield surface. It occurs when a critical point 
appears  in the section, and a private value of an operator becomes N-fold in the point that determines the private vector corre-
sponding to the normal vector. Unique and reasonable selection of the normal vector becomes impossible in the critical point 
and an yield criteria loses its significance in the point. 
When the destruction initiation is determined there is a possibility of a special case due to the proposed conic form of the 
yield surface. The deviator section degenerates into the point at the yield surface peak. Criterion formulation at the surface 
peak lies in the fact that there is no physically correct solution while using a state  equation  in regard to elastic distortion 
measures with a fixed tensor of elastic turn.  Such usage of the equation is always possible for the rest points of the yield sur-
face and it is considered as an obligatory condition for determination of the deviator section. A critical point is generally ab-
sent at any deviator section  of the yield surface for isotropic material. A limiting value  of the mean stress has been calculated 
at uniform tension.  
 
Keywords: phenomenological model, destruction criterion, elastic plastic medium. 
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В статье рассматривается вопрос об услови-
ях возникновения макротрещины в полученной 
при обобщении материала Мурнагана [1, 2] фе-
номенологической модели упругопластической 
среды [3]. Содержание последней работы пред-
полагается известным, и поэтому многие ис-
пользуемые соотношения здесь не приводятся. 
Ее положительными моментами представляют-
ся прослеживание роста упругой анизотропии  
и неиспользование проблемного понятия пла-
стической деформации наряду с обоснованным 
и конкретизированным введением поверхности 
текучести в пространстве напряжений. Предла-
гаемый критерий разрушения естественным 
образом вытекает из математической моде- 
ли [4–6] и существенно отличается от имею-
щихся критериев [7–12]. 
Используется векторное представление де-
виаторов симметричных тензоров второго  
ранга в пятимерном векторном пространстве. 
Задается ортонормированный базис простран-
ства девиаторов напряжений:  
 
1
1 3 3( 6) ( 3 );
−= −W E c c   12 2 2 1 1( 2) ( );
−= −W c c c c   
 
1
3 1 2 2 1( 2) ( );
−= +W c c c c   14 1 3 3 1( 2) ( );
−= +W c c c c   
 
1
5 2 3 3 2( 2) ( ),
−= +W c c c c  
 
где с1, с2, с3 – подходящий неподвижный орто-
нормированный триэдр; E – единичный тензор, 
с добавлением к нему вектора 10 ( 3)
−=W E  по-
лучается соответствующий базис в простран-
стве напряжений.  
Скалярное произведение таких векторов по-
нимается как двойное скалярное произведение 
тензоров. Имеем Т = t0W0 + t1W1 + t2W2 + t3W3 + 
+ t4W4 + t5W5,  где  ;i it = ⋅⋅T W   1;i i⋅ ⋅ =W W  
0;i j⋅ ⋅ =W W  , 0,5;i j =  .i j≠  Тензоры iW  явля-
ются безразмерными величинами. Размерность 
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пространства напряжений реализуется через 
коэффициенты разложения .it  
Будем считать, что при указанной вектор-
ной интерпретации тензора поверхность теку-
чести в пространстве напряжений является  
конической поверхностью в шестимерном век-
торном пространстве. Она создастся замкнуты-
ми поверхностями своих девиаторных сечений 
с учетом экспериментальных данных. Есте-
ственное ограничение на девиаторное сечение 
состоит в том, что на всей замкнутой поверхно-
сти имеет смысл критерий текучести, т. е. мож-
но проверить неравенство 
 
0,⋅ ⋅ >Q N                              (1) 
 
где N – вектор внешней нормали к поверхности 
девиаторного сечения. 
Девиатор-оператор Q  от тензора скорости 
деформаций является объективной производ-
ной девиатора напряжений, вычисленной при 
условии несжимаемости по дифференциально-
му соотношению нелинейной упругости для 
деформационного градиента. Из дифференци-
ального вида определяющего уравнения и тре-
бования потенциальности в скоростях напря-
жений вытекает, что вектор нормали к поверх-
ности девиаторного сечения – это собственный 
вектор данного девиатор-оператора [3]. Для 
изотропного материала в [13, 14] получены  
в тензорно-инвариантном виде представления 
двух возможных векторов нормалей. Эти соот-
ношения используются для выбора двух соб-
ственных векторов оператора, из которых обра-
зуются векторы нормалей при анизотропии. 
Таким образом, девиаторное сечение получа-
ется соединением в сингулярных точках частей 
двух регулярных вогнутых поверхностей (в этих 
точках проверяются два неравенства (1) [3]).  
Векторы нормалей к ним выбираются из двух 
собственных векторов критериального девиа-
тор-оператора. В условиях роста анизотропии 
выбор не всегда возможен, что позволяет свя-
зать его с началом разрушения, возникающего 
согласно опытным данным. 
Предполагаем, что разрушение может 
начаться только, когда точка процесса в про-
странстве напряжений находится на поверхно-
сти текучести. Содержащее ее девиаторное се-
чение назовем текущим (активным). Точку на  
текущем девиаторном сечении назовем крити-
ческой, если в ней становится кратным соб-
ственное значение оператора, по которому 
должен определяться собственный вектор, яв-
ляющийся вектором нормали в регулярной точ-
ке сечения, или один из векторов нормалей  
в сингулярной точке. В этой точке однознач-
ный и обоснованный выбор вектора нормали из 
несчетного числа собственных векторов стано-
вится невозможным. Этот факт также подтвер-
ждается всеми проведенными вычислительны-
ми экспериментами. В силу неопределенности 
девиатора N  неравенство (1) теряет смысл.  
Согласно указанному ограничению, ее появле-
ние трактуется как возникновение макротре-
щины. Разрушение происходит в двух случаях: 
критической точки на текущем девиаторном 
сечении нет, но затем в процессе течения она 
появляется, либо там уже существует критиче-
ская точка, причем точка процесса может сов-
падать с любой точкой поверхности сечения. 
Второй случай, возможно, не совсем соответ-
ствует экспериментальным данным, но вытека-
ет из математической модели разрушения. 
Критерий разрушения, вследствие роста 
упругой анизотропии при пластической дефор-
мации, дополняется предельным (особым) слу-
чаем согласно сделанному выше предположе-
нию. В вершине поверхности текучести девиа-
торное сечение вырождается в точку. Поэтому 
формулировка критерия в вершине состоит  
в отсутствии физически правильного решения 
при обращении уравнения состояния относи-
тельно меры упругих искажений при фикси- 
рованном тензоре упругого поворота. В осталь-
ных точках поверхности текучести такое  
обращение всегда возможно, и это является не-
обходимым условием существования поверх-
ности девиаторного сечения. Для изотропного 
материала на любом девиаторном сечении по-
верхности текучести, исключая предельный 
случай, критическая точка отсутствует. Разру-
шение происходит, в частности, при всесторон-
нем равномерном растяжении. Вычислим «кри-
тическую» величину среднего напряжения. 
Изотропный закон упругости Мурнагана [1] 
можно записать в виде: 
 
1 2
3 0 1 22( ) ( );I
−= ϕ + ϕ + ϕT E F F              (2) 
 
0 0 3;a Iϕ =  
2
1 0 1 1 2 1 3 2 ;b b I b I b Iϕ = + + +   
 




−= ν   
 
1
0 1 2 316 ( 12 8 9 18 8 );b
−= − λ − µ + ν + ν + ν   
 
1
1 1 28 (2 3 4 );b
−= λ − ν − ν  12 1 216 ( 2 );b
−= ν + ν  
 61 Наука 
   Science & Technique 





3 2 34 ( 2 );b
−= − ν + ν  10 2 34 (2 3 4 );с
−= µ − ν − ν   
1 3 ,с b= −  
 
где T – тензор напряжений Коши; F  – мера 
деформации Фингера; 1 2 3, ,I I I – главные пер-
вый, второй и третий инварианты тензора ;F  
,λ µ  – постоянные Ляме второго порядка; 
1 2 3, ,ν ν ν – то же третьего порядка. 
Зададим преобразование подобия отсчетной 
конфигурации в актуальную с коэффициентом 
подобия х. Имеем: 
 
;f=F E  2 ;f x=  1 3 ;I f=  
2
2 3 ;I f=  
3
3 ;I f=  
 
3 1 2
0 1 22( ) ( ) ,f f f p
−= ϕ + ϕ + ϕ =T E E  
 
где 0.p >   
Приходим к скалярному уравнению относи-
тельно неизвестного ( ):x x p=  
 
4 2
2 3 4 0;x y x y x y+ + + =                 (3) 
 
2 1 2 3
1
1 2 3
4 1 2 3
1
1 2 3
2(6 4 9 18 8 )
(9 18 8 ) ;
( 12 8 9 18 8 )





= λ + µ − ν − ν − ν ×
× ν + ν + ν
= − λ − µ + ν + ν + ν ×
× ν + ν + ν
      (4) 
 
1
3 1 2 38 (9 18 8 ) .y p
−= − ν + ν + ν             (5) 
 
При растяжении существуют конечные зна-
чения р такие, что при его дальнейшем увели-
чении уравнение (3) не имеет физически пра-
вильного решения. В этот момент два поло- 
жительных действительных корня полинома 
совпадают и затем становятся комплексно-
сопряженными. Условие существования крат-




3 2 2 4 3
2 4 2
4 2 4 2 4
27 4 ( 36 )
16 (8 16 ) 0.
y y y y y
y y y y y
+ − +
+ − − =
            (6) 
 
Уравнение (6) разрешаем относительно 3y  
 
2 2 2
2 2 4 2 4 2 4
3
2( ( 36 ) ( 12 ) 12 )
.
3 3
y y y y y y y
y
− + + + +
=  (7) 
 
Из (5) и (7) с учетом (4) находим предельное 
значение  
2 2 2
2 2 4 2 4 2 4
1 2 3
2( ( 36 ) ( 12 ) 12 )
.
24 3(9 18 8 )
y y y y y y y
p
− + + + +
= −
ν + ν + ν
  (8) 
 
Для всех металлов и их сплавов согласно 
данным [1] соотношение (8) имеет физический 
смысл. Отметим, что при вычислении величи-
ны р с использованием квазилинейного закона 
Синьорини вместо закона Мурнагана погреш-
ность увеличивается на порядок. Поэтому 
необходимо использовать достаточно точный 
закон упругости. 
Исследовали влияние предварительной де-
формации одноосного растяжения с разгрузкой 
на последующее нагружение всесторонним 
равномерным растяжением. Величина р при 
этом монотонно уменьшается. При нагружении 
шара из рассматриваемого материала гидроста-
тическим давлением он превращался в эллип-
соид с большей полуосью, совпадающей с 
направлением предварительного растяжения. 
В рассмотренных выше простых примерах  
с однородной деформацией происходит есте-
ственно одновременное разрушение всех эле-
ментов тела, т. е. самого тела. При практиче- 
ски важных расчетах с неоднородной деформа-
цией можно будет говорить о месте возникно-
вения макротрещины. Вопрос о ее ориентации 
и дальнейшем развитии пока не рассматри- 
вался. 
 
В Ы В О Д Ы 
 
При определении начала разрушения мате-
риала в обобщенной нелинейной модели упру-
гости Мурнагана, кроме общего, возможен и 
особый случай. Он возникает вследствие пред-
полагаемой конической формы поверхности 
текучести. Вычисляется не определяемая экс-
периментально предельная величина среднего 
напряжения при всестороннем равномерном 
растяжении (8).  
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